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Prélogo

La primera version de esta obra fue publicada por la Universidad de Barcelona en 1974, for-
mando parte de la coleccién Publicaciones del Laboratorio de Célculo. Pronto se convirtié
en libro y después de un periplo de cinco lustros por las editoriales EUNIBAR, PPU y EUB
S.L., y tras una docena de ediciones, la iltima (revisada y ampliada), apareci6 en 1999-2000.
Agotadas estas ediciones, y ante la insistencia de varios colegas, la obra regresa a la Univer-
sidad de Barcelona, que se ha ofrecido a editarla y publicarla con nuevo formato, dentro de
la coleccion de Textos Docentes.

Es este un libro de ejercicios y, por lo tanto, destinado a proponer y resolver proble-
mas de probabilidades y estadistica. Los problemas de naturaleza tedrica se alternan con
los aplicados. Se ha procurado presentarlos en orden de dificultad creciente. La extension
de la obra ha obligado a dividirla en dos volimenes: el primero dedicado a Problemas de
probabilidades y el segundo, a Problemas de inferencia estadistica. La actual ediciéon EUB
de la Universidad de Barcelona mejora la edicién de 1999-2000 en la presentacion y revision
de algunos apartados.

A fin de facilitar la consulta del libro, se incluye en cada capitulo un extenso resumen de
la teoria. Para ampliar la teoria, el lector deberd consultar libros adecuados y puede orientar-
se en la bibliografia que aparece al final de cada volumen. Los apartados de mayor dificultad
tedrica y los problemas de resolucion maés dificil se indican con un asterisco.

La Estadistica se ha ido imponiendo como materia fundamental en la mayoria de los
estudios universitarios. Esta obra, con un planteamiento tedrico-practico, sintetiza los prin-
cipales temas de la Probabilidad y la Estadistica. A pesar de los grandes avances tecnol6-
gicos, la base no ha cambiado, por lo que el contenido de este libro sigue teniendo plena
actualidad.

Este segundo libro, dedicado a la inferencia estadistica, contiene problemas teéricosy
aplicados sobre la base de datos de procedencia muy variada.

Los dos voliimenes constituyen una obra que resulta adecuada para estudiantes y pro-
fesores de primer ciclo de carreras y grados universitarios (Estadistica, Biologia, Matemati-
cas, Fisica, Quimica, Geologia, Ingenieria, Arquitectura, Informética, Economia, Veterinaria,
Psicologia, Pedagogia y Medicina).

Mi més sincero agradecimiento a todos aquellos que me han hecho comentarios, su-
gerido cambios y correcciones, lo que ha hecho posible la versién actual. En especial de-
bo mencionar a J. Fortiana, P. Sdnchez Algarra, G. Alonso, J. M. Oller, E Carmona, J. Ocaiia,
C. Ruiz-Rivas, M. Rios, R. Vélez, J. M. Font, S. Salvo y D. Cuadras.

Respecto a la presente edicion, deseo agradecer a M. Aicart, J. M. Oller, M. C. Palleja y
Edicions de la Universitat de Barcelona su valiosa colaboracion en la preparacion del origi-
nal.

Carles M. Cuadras

Barcelona, diciembre de 2016
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1. MUESTREO

1.1. Muestreo aleatorio simple

Sea X una variable aleatoria (v.a.) definida sobre una poblacién 2. Dados n valores de X
X1, Xoy evvy Xp,

observados en condiciones independientes, diremos que constituyen una muestra aleato-
ria simple de X. Los valores de una muestra son aleatorios (a muestras distintas tendremos
valores distintos), y desde el punto de vista probabilistico, deben considerarse como n v.a.
X, X5, ..., X, tales que:

1. Son v.a. independientes.
2. Cada X; tiene la misma distribucién que X.

Por lo tanto, si fx(x) es la funcién de densidad de X, la funcién de densidad de una
muestra aleatoria simple x;, x,,..., X,, €S

f(xlr X2y ey xn):fX(xl) ' fX(XZ) fX(xn)-

El conjunto de posibles valores que podemos obtener mediante un muestreo aleatorio
simple de tamafo n es un subconjunto del espacio euclideo R”, llamado espacio muestral.

1.2. Concepto de estadistico. Caracteristicas muestrales

Dada una muestra (X;, ..., X,,) se llama estadistico a toda variable que sea funcién de la
muestra

Un:g(Xlr ey XI’L)

Los estadisticos se presentan de forma natural en problemas de estimacién de parame-
tros (y entonces reciben el nombre de estimadores), y en contraste de hip6tesis. Son aspectos
relacionados con la obtencién de un estadistico:

1. Encontrar el estadistico adecuado al problema de inferencia estadistica que pretendemos
resolver.
2. Encontrar la distribucién exacta de U,, para cualquier 7.

@«

Encontrar la distribucién asintética de U, para n — ©o.
4. Determinar el tamafio de la muestra n para obtener una precisién suficiente en estima-
cion de pardmetros, o construir un test con potencia alta.

Los parametros poblacionales m = E(X), 0> = var(X), m; = E (X k) estan relacionados
con ciertos estadisticos especialmente importantes llamados caracteristicas muestrales:

n

K'I. MUESTREO



1
Media muestral L, = E(X1+...+Xn)

I

I
—
2

|
S
~—

Varianza muestral Sz

Momento muestral A

I o
PPN

Se verifica:

n—1

E(X,)=m varX,)= "7 E(s2)="—0% EA)=m

Las caracteristicas muestrales son v.a. (que varian con el muestreo), algunos casos con
distribucién exacta conocida y otros con distribucién asintética, generalmente normal. Yn,
S2y Ai no deben confundirse con m, o y my, que son las caracteristicas poblacionales de X
y tienen valor constante. Las caracteristicas muestrales calculadas sobre una muestra dada
se indican por X, s2 y ay.

Andlogamente, se define un muestreo aleatorio simple de tamafio n del par (X, Y) con
distribucién bivariante, como 7 pares ordenados

(xl’ yl)’ (xz) J/2)’ (A (xn’ yn)
obtenidos en condiciones independientes. Son caracteristicas muestrales importantes:
n
. 1 — —
Covarianza muestral: ~ Sxy = — E (% —X)(yvi—=7Y)
n4
i=1

Sxy
Sx Sy

Correlacion muestral: r =

1/2 n 1/2
IR _ 1 _ . .
donde Sy = (; Z (x;— x)z) , Sy = (; Z (y;i — y)z) son las desviaciones tipicas mues-

i=1 i=1
trales. Tampoco debe confundirse r (que es una v.a.) con la correlacién poblacional p.

1.3. Muestreo artificial

En ciertos problemas es ttil simular la distribucién de una v.a. X con funcién de distribucién
Fx(x), obteniendo una muestra artificial de X. El proceso es el siguiente:

1. Se genera una muestra aleatoria simple
21, 22y -0y Zp

de una v.a. uniforme en (0, 1).

2. Si Fx es continuay creciente, entonces
X1 :FX_I(ZI)’ X2 = FX_I(ZZ)’ ceo Xp :FX_I(Zn)

es una muestra aleatoria simple de X.

12



3. Si X tiene distribucion discreta, se generala muestra haciendo corresponder a z; el valor
x; tal que Fx(x;_1) < z; < F(x;).

Un procedimiento para generar una muestra sobre (0, 1) es iniciarla con un valor z;
cualquiera, y utilizar la férmula de recurrencia

z; = parte fraccionaria de [(7+z;,)?].

El muestreo artificial se aplica para comprobar la calidad de un estimador, la poten-
cia de un test, simular la distribucién de un estadistico U, cuya distribucién exacta resulta
complicada, simulacién en modelos genéticos, etc.

1.4. Imagen empirica de una distribucion continua

La funcién de distribucién F(x) describe totalmente la distribucién de una v.a. X. Sin em-
bargo, si nuestra informacién sobre X es una muestra aleatoria simple x;, ..., x,,, podemos
obtener una imagen empirica de la distribucién ordenando la muestra

Yy < X << X

y definiendo la funcién de distribucion empirica

0 si x < xq),
k .

Fy(x)= ; S1 x(k)<x<x(k+1), k=1,...,n—1,
1 si x> X(n)-

Como F,(x)eslafrecuenciarelativa de la presencia del suceso [X < x], se verifica, para
cada x € R, como consecuencia del teorema de Bernoulli, la convergencia en probabilidad

E,(x) F(x). (1)

Porlo tanto, para n grande, F,(x) proporciona unaimagen de la distribuciéon dela variable X .

.

e
Ey(x) /

4

I I I I I I
Xy X@ X(3) X(a) X(5) X(6) X7)

Figura 1.1.

13
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Una manera de estudiar la diferencia entre F,(x) y F(x) es introducir el estadistico
Dy, =sup |E,(x)— F(x)|.
X

Se verifica, entonces, una propiedad todavia mas fuerte que (1), conocida como teore-
ma de Glivenko-Cantelli, también llamado teorema fundamental de la estadistica.

Teorema. F,(x)converge casi seguramente a F(x) uniformemente en x, es decir,

P(lim Dnzo)zl.

n—oo

1.5. Muestreo sobre poblaciones finitas

Se entiende por poblacién finita un conjunto finito de N elementos de naturaleza homo-
génea (N familias, N piezas fabricadas, N individuos de una especie). Si obtenemos una
muestra de tamafio n, con reemplazamiento, cada elemento tiene una probabilidad 1/N,
las muestras son independientes y el muestreo es aleatorio simple. Si la muestra obtenida
es sin reemplazamiento, las diferentes muestras no son independientes.

Si el muestreo se realiza sobre una variable cuantitativa X, son caracteristicas pobla-
cionales importantes la media y la varianza

1% Ly
2 2
m=—> x; o°=—> (x;—m).
N <= N«

En el muestreo sin reemplazamiento, la media muestral X’ verifica

E(X)=m var(X')=

Silo que se desea estudiar es la presencia de una caracteristica cualitativa de probabili-
dad p, de modo que N, es el nimero de elementos que poseen esta caracteristica, si x es la
frecuencia relativa de esta caracteristica en el muestreo con reemplazamiento tendremos:

_Pa

E@=p var(@="

siendo g = 1—p. SiX’ eslafrecuencia relativa en el muestreo sin reemplazamiento, entonces:

E(X)=p var(X)=

Problemas resueltos

1.1. Sea X unav.a. con distribucién de Poisson de parametro A. Dada una muestra aleatoria
simple de tamafo n

Xy, .o Xy,

resolver las siguientes cuestiones:

14



a) Hallar la funcién de densidad conjunta de la muestra.

b) Decir cudles de las siguientes funciones son estadisticos:

U=X-XX,—nA
V=X +X,

W =X ++X,

z

max{X, ..., X,;}

y hallar la distribucion de Wy Z.

¢) ;Cudl es la caracteristica muestral correspondiente a A?

Solucidn
Ax
a) fy(x)=e™? — X= 0, 1, 2, ...luego la densidad de una muestra x, ..., x,, €s
x!
AExi
X1, e, Xy )= ——
f( 1 n) xll---xn!
b) U no esun estadistico porque depende de A y su valor dada una muestra x;, ..., X,

no puede ser calculado si A es desconocido.

V es estadistico. Sin embargo, es un estadistico que no utiliza toda la informaci6én
de la muestra.

W y Z son también estadisticos. Como la suma de v.a. Poisson independientes es
también una Poisson, la funcién de densidad de W es

A k
fw(k)=e"* % k=0,1,2, ...
Por otra parte, como Xj, ..., X,, son independientes,

P(Z < k) = P(max{X,, ..., X,,} < k)
= P(X, < k]N---N[X, < k)

= P(X; < k)---P(X, < k)=[F(k)]",

Ai
siendo Fx (k)= Z e Nk luego la densidad de Z es

i<k
Jz(k)=[Ex (k)" — [Fx(k—1)]".
¢) Como
A= E(X)=var(X)
tanto X ,, como Sﬁ son caracteristicas muestrales relacionadas con A. Veremos més

adelante que X ,, es mas eficiente en problemas de inferencia sobre A.

15
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1.2. Una v.a. tiene una distribucién N(m, ¢?). Hallar la funcion de densidad conjunta de
una muestra aleatoria simple de tamario 7 y calcular X, s> y a3 para la muestra

1,74 045 2,52 1,19 1,24 2,68 3,51 1,83 1,00 0,87.

Solucion
filx)= e e 20"
21
n (,—m)z
1 - 202
flx, o xp) e =
P (o vzn)
n n n
n=10 D> x;=17,03 D xt=37,14 x}=95,23
i=1 i=1 i=1
1 n
%, =1,703 s2== > X2 =0,814 a3 =9,523.
n

i=1

1.3. Hallar la distribucién exacta del estadistico media muestral X ,, en los casos de que la
distribucién de la variable X sea:
a) Bernoulli de pardmetro p.
b) Exponencial de pardmetro a.
¢) Cauchy.
d) Normal N (m, o?).

;Cudl es la distribucién asintética de X , si la distribucién X es desconocida?

Solucidn

a) X toma el valor 1 con probabilidad p y el valor 0 con probabilidad 1—p. Una mues-
tra de X estard formada por una sucesién de ceros y unos. Luego, X ,, serd la fre-
cuencia relativa de unos en una muestra de tamafio n y su funcién de densidad

sera:
k n k 1 2 n—1
%= |= Fl—-py*t  —=0,—,—, .., , L.
fX”(n) (k)p (1=p) n nn n

b) Por las propiedades de la distribucién exponencial S = X; +---+ X, sigue la distri-
bucién gamma G(a, n), con funcién de densidad

fs(x)= eax xn-l si x>0,

luego, la funcién de densidad de X, = S/n es

n

e anX(px)n1 si x> 0.

fe, ()= finx)=n s

) Si X sigue la distribucién de Cauchy, entonces X ,, sigue también la distribucién de
Cauchy (véase problema 10.6., volumen 1).

16



2
- o
d X,es N(m, —)
n
Finalmente, si X posee esperanza m y varianza o2, por el teorema central del limite,

la distribucién asintética de X, (distribucién para n grande) es N(m, o?/n).

1.4. Los siguientes numeros: 0,8663, 0,9948, 0,0367, 0,1918, 0,2859, 0,1493, 0,2187, 0,6653,
0,8778 y 0,7912 han sido extraidos al azar e independientemente del intervalo (0, 1).
Generar una muestra aleatoria simple del mismo tamafio de una v.a. X con distribu-
ci6n exponencial de pardametro a = 2.

Solucién. Las funciones de densidad y de distribucién son:

flx)=2e7% si x>0,

F(x)=1—e%* si x>0.

Si Z es uniforme en (0, 1), se verifica que X = F~!(Z) es exponencial de pardmetro
a =2. Entonces

Z=1—-e2X = ee2X=1-7 = X=-In(1-2)/2.
Aplicando esta transformacién inversa obtenemos la muestra:

1,0062, 2,6295, 0,0187, 0,1064, 0,1683
0,0808, 0,1234, 0,5472, 1,051, 0,7832.

1.5. La distribucién de una v.a. X es uniforme en el intervalo (0, 1). En muestras aleato-
rias simples de tamafio n hallar la distribucién asintética del estadistico «media geo-

métrica»
Gy=(X1- Xy X,)"
Solucion
1
Y, =InG, = ;(lnXl +InX,+---+1nX,)
1
E(nX;) = f Inxdx=-1
0
1
E(In’X;) = f Inxdx=2
0
var(InX;) = 2—(-1>=1.
Luego cada v.a. In X; tiene un valor medio m = —1 y varianza o = 1; por lo tanto, el

valor medio de Y, es también —1 y la varianza es 1/n. Por el teorema central del limite,
la distribucién de Y;, es asintéticamente normal N(—1, 1/n), es decir, para n grande

y n 2
F, (J?):f \/_Vzﬂ e IR/ g,
—oo
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Ademas,

Fg (x) = P(G, < x)=P(Y, < Inx)=F; (Inx)

n

f6,(x) = fyn(lnx)~% 0<x<1.

Luego, para n grande, la funcién de densidad asintética de G,, es

Jn

flx)= eTnnwlF2 0 < x < 1.

v2mx

1.6. Elporcentaje de individuos dalténicos varones de una poblacién es P. Se desea estimar

18

el porcentaje de la poblacién a partir del porcentaje observado sobre una muestra de
tamano 7. Calcular el tamano de la muestra a fin de que el error cometido sea inferior
al 1% con probabilidad 0,90 en los casos:

a) Sesabe que P es inferior al 16 %.

b) No se sabe nada acerca de P.

Solucién. Podemos suponer n > 30. Entonces, la frecuencia f del nimero de dalt6-
nicos sobre una muestra de n individuos es aproximadamente normal N(np, npq),
siendo p = P/100. Por lo tanto, el porcentaje de dalténicos (100 f/n) es aproximada-
mente N(P, 100? pq/n). Luego, con probabilidad 0,90 tendremos:

P—1,64x100+/pqg/n < P < P+1,64x100+/pq/n,

siendo P =100 f/n.

a) Sisesabequep < 0,16, el maximo de pq se alcanza para p = 0,16, g = 1—0,16.
Tomemos pues p =0,16, g =0,84. Como el error debe ser inferior al 1%, hacemos:

1,64x1004/0,16x0,84/n =1 = n=(1,64x100)?x0,16x0,84
= 3.614,82

Primera respuesta: 71 = 3.615 individuos.

b) Sino se tiene informacion sobre P, estudiemos en qué casos pg = p(1 — p) es méa-
ximo. Derivando e igualando a cero:

d
E[p(l—p)]zl—szO = p=1/2

1,64 x1004/0,5x0,5/n =1 = n=(1,64x100)*>x0,5%0,5
= 6.724

Segunda respuesta: n = 6.724 individuos.





