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Arquimedes de Siracusa

LA FIGURA D’ARQUIMEDES

Després d’haver estudiat Euclides, sha d’analitzar la figura d’un altre dels
matematics grecs més importants de la historia: Arquimedes. Per situar-lo, cal
remuntar-se a la Siracusa de les guerres piniques, concretament en el moment
exacte (212 aC) de la seva capitulacié davant les tropes romanes del general
Marc Claudi Marcel (c. 268 aC-208 aC). En el llibre xxv.31 de la seva Historia
de Roma des de la seva fundacid, 'historiador roma Titus Livi (¢. 59 aC-17 dC)
explica que Siracusa:

[...] va ser lliurada a les tropes perqueé fos saquejada a plaer [...]. Es van cometre
moltes brutalitats a sang calenta per la cobdicia dels guanys, i en la seva cronica [de
Marcel] hi figura que mentre Arquimedes estava treballant sobre unes figures que
havia dibuixat al terra independentment de I'espantés soroll de I'exércit devastant
la ciutat capturada, un soldat que no sabia qui era el va assassinar. Marcel va
entristir-se per aquest fet; va fer que I'enterressin apropiadament i va buscar els
seus parents per als qui el nom i memoria d’Arquimedes havia de ser un honor.

Seguint Titus Livi, Valeri Maxim (c. 20 aC-¢. 50 dC), en el llibre viir.7 de les
seves Dites i fets memorables, també va dedicar un espai a la llegenda de la seva
mort i el mateix va fer Plutarc en les seves Vides paralieles:

[...] pero res va afectar més Marcel que la mort d’Arquimedes [...] qui, amb la
intencié d’elaborar un diagrama per a un problema, va fixar la seva ment i els seus
ulls en I'objecte de la seva especulacié i no va adonar-se de la incursié dels romans
ni que la ciutat havia estat capturada. En el seu moment d’estudi i contemplacié,
un soldat va acostar-se-li i li va ordenar que seguis Marcel, cosa que va declinar
fer abans de no haver demostrat el problema, motiu pel qual el soldat, enfurit,
va treure la seva espasa i el va travessar. Uns altres escriuen que un soldat roma
se li va abalancar amb l'espasa i es va oferir per matar-lo i que Arquimedes,
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girant-se, el va parar, ja que no podia deixar la seva feina inacabada i imperfecta.
El soldat [...] el va matar immediatament. D’altres expliquen un cop més com
Arquimedes portava instruments matematics a Marcel com ara rellotges de sol,
esferes i angles per poder mesurar la magnitud del Sol a simple vista. Alguns soldats
el van veure i, pensant-se que portava or en una gerra, el van matar. Es cert que
la seva mort va afligir molt Marcel i sempre es va considerar un assassi per la seva
mort, motiu pel qual va buscar la seva familia per honrar-los en senyal de favor.

Donant per certa la seva mort a mans d’un soldat roma, la tradici6 bizantina
—1i, per tant, tardana— li assigna una vida de setanta-cinc anys, de manera
que es pot afirmar que Arquimedes va viure del 287 aC al 212 aC. A I'Arenari,
el mateix Arquimedes diu que son pare era I'astronom Fidies, autor d’una es-
timacié entre els diametres del Sol i de la Lluna. També se sap que durant la
seva vida va establir una gran amistat —o parentesc familiar— amb el rei Hie-
16 11 de Siracusa (¢. 306 aC-216 aC) i el seu fill Gelé. Diodor de Sicilia afegeix
que va viatjar per Egipte, de manera que es pot deduir que va estudiar amb
els deixebles d’Euclides a Alexandria. Probablement va ser aqui on va congixer
Cond de Samos (c. 280 aC-c. 220 aC), de qui es va fer amic intim, Dositeu de
Colonos i Eratostenes de Cirene. De Coné se sap que era un dels astronoms
reials de Prolemeu III (m. 222 aC) i que Claudi Ptolemeu li atribueix diver-
ses observacions astronomiques i Apolloni de Perge un tractat sobre coniques.
Pappos d’Alexandria assegura que el cargol atribuit a Arquimedes era d’ell. Per
la seva banda, Dositeu també és citat per Ptolemeu i sembla que va ser autor
d’alguna millora en 'obra d’Eudox de Cnidos. Lamistat entre Arquimedes i
Cond va ser el marc perfecte per a la relacié epistolar d’aquests dos personatges,
i va ser precisament la mort de Cond la que va propiciar que Arquimedes es
posés en contacte amb Dositeu, ja que «havia conegut a Cond i estava famili-
aritzat amb la geometria».

Malgrat que aqui només s'atendra el seu vessant matematic, sembla que
la seva fama com a enginyer militar va ser el que va donar-li tant de renom i
d’aqui prové 'admiracié que sentia per ell Marcel. En el llibre viir.6 de la seva
Historia universal, Polibi parla d’'unes maquines que eren capaces d’enfonsar
els vaixells que s'acostaven als murs de la ciutat i que aixecaven les navegacions
i les deixaven penjant fins a tornar-les a la mar de manera estrepitosa. Ja al
segle xi1, el gramatic grec Joan Tzetzes escriu en el llibre 11 de les Khiliades que
Arquimedes va construir «una mena de miralls hexagonals» que, sumats a una
série de miralls més petits, eren capagos de projectar els raigs solars en un punt
de les veles dels vaixells romans, les quals s'incendiaven abans d’arribar a port.
En la mateixa linia, 'historiador bizanti del segle x11 Joan Zonares, en els seus
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Annals de la Historia, es refereix al
mateix enginy dels miralls. Possi-
blement la font de tots dos va ser
Antemi de Tralles, qui ja va fer-ne
alguna referéncia entre el final del
segle v i el comengament del s. v,
aproximadament.

Un altre dels camps en que Ar-
quimedes va destacar va ser I'astro-
nomia. El mateix Cicerd, ocupantel
carrec de qiestor a Sicilia (75 aC),
menciona dues esferes construides
per Arquimedes que Marcel va en-
viar a Roma. En una d’aquestes es-
feres hi havia gravades les constel-
lacions del cel i Marcel la va fer col-
locar al temple de la Virtut, mentre
que l'altra consistia en una mena

d’es'fe.ra armillar que el general va Retrat imaginari d’Arquimedes
decidir quedar-se per al seu propi pintat per Domenico Fetti (1620).
gaudiment. Quant als escrits, Pap- Gemildegalerie Alter Meister (Dresden)

pos li assigna una obra perduda ti-
tulada Sobre la construccié d'esferes.

Finalment, cal tenir present que el seu nom ja era llegenda en temps dels
romans i, un altre cop, Ciceré explica al llibre v.64-66 de les Disputes tusculanes
que, gairebé un segle i mig després de la seva mort, els siracusans havien oblidat
on estava enterrat Arquimedes, pero ell va ser capag de trobar la seva tomba, en

la qual hi havia gravats una esfera i un cilindre. Ciceré va fer netejar la tomba
i va fer obrir un cami cap a ella:

[...] de manera que, en una de les més famoses ciutats del mén grec i també un
gran centre de coneixement en temps antics, no es repetis la total ignorancia de la
tomba del seu ciutada més brillant.

Aquest epitafi tan geometric també el recull Plutarc, el qual diu que:

Malgrat que va fer descobriments brillants, [Arquimedes] va demanar als seus
familiars i amics que gravessin sobre la tomba en la qual I'enterrarien un cilindre
que tanqués una esfera amb una inscripcié on constés la proporci6 en la qual el
solid continent excedeix el contingut.
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LES SEVES OBRES

S’han conservat moltes obres d’Arquimedes, la majoria de gran importancia.
A continuacié hi ha una relacié d’algunes de les més conegudes:

1. El métode sobre els teoremes mecanics dedicar a Eratostenes. El Métode
ha arribat als nostres dies d’'una manera molt especial: el dimarts 19
de juliol de 1907, el New York Times anunciava que el filoleg John
Ludwig Heiberg (1854-1928), de Copenhaguen, havia descobert un
nou manuscrit d’Arquimedes a Constantinoble. En 1899, Athanasios
Papadopoulos-Kerameus havia compilat un cataleg de manuscrits que
havien estat propietat del patriarca grec de Jerusalem. Papadopoulos-
Kerameus havia catalogat I'exemplar en qiiestié com el nimero 355
i també havia transcrit una secci6 del text que havia estat esborrada i
escrita al damunt. Heiberg va reconixer aquesta transcripcié com una
obra d’Arquimedes i, després de diversos tramits diplomatics, va veure
que estava davant d’una de les obres més importants del siracusa, a banda
de l'aparicié també per primera vegada de I'Stomachion i de 'obra Dels
cossos flotants. Excepte les tltimes vuit pagines (de la 178 a la 185), que
s6n del segle xvi1, el manuscrit conté les obres d’Arquimedes copiades
durant el segle x i, a més a més de les tres ja citades, també conté el De
lesfera i el cilindre, gairebé la totalitat de De les linies espirals i algunes
parts de La mesura del cercle i De l'equilibri dels plans.

Abans d’aquesta descoberta, del Mérode només se’n tenien noticies
a través d’una allusié dins la gran enciclopédia bizantina Swuidas (s. x),
on es diu que Teodosi de Tripoli (s. 11 dC) va fer-ne un comentari.
D’altra banda, a la Métrica d’Herd d’Alexandria també es recullen tres
proposicions seves. Aix{ mateix, un cop trobada es va comprovar que
el mateix Arquimedes va deixar-ne una referéncia explicita a la seva La
quadratura de la parabola, perd havia passat desapercebuda perque no
estava citada la paraula merhodos. La versié que es conserva esta basada en
un manuscrit que Lled, restaurador de la Universitat de Constantinoble,
va compilar al segle 1x. Tres segles més tard, 'obra va arribar a la cort
normanda de Palerm i d’alla va passar a la dinastia imperial germanica
dels Hohenstaufen. Després de la batalla de Benevent en 1266, el
llibre va ser regalat per Carles d’Anjou (1226-1285) al Papa i va ser
conservat a la biblioteca papal de Viterbo entre el 1269 i el 1311. La
pista continua per mans privades fins que entre el 1544 i el 1564 el
manuscrit desapareix i no torna a sorgir fins el 1906.
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Arquimedes havia enviat a Era-

tostenes els enunciats de dos teore- TELLS ARGHIMEDES’S
mes relatius a certs calculs de volums METHOMF_SE ARGH

cilindrics per tal que I'alexandri tro-

bés la solucié. Amb el Mézode, li en- | Palimpsest Found at Constanti-
. . .. nople Is of Extreme
via les demostracions i li ensenya un P
Interest.

metode nou que permetia «dispo-
sar de recursos per poder estudiar al-  Titular de la noticia del 19
guns assumptes matematics mitjan- de juliol de 1907 ol New York Times
cant la mecanica». Arquimedes posa en un paper com ha arribat a trobar
certs teoremes d’arees i volums, insistint en la diferéncia que hi ha entre
les idees i suposicions que suggereixen, els teoremes certs i les seves
rigoroses demostracions. Aixi, el métode ha de servir per donar les pistes
dels resultats que shan de trobar i indica que després sha de dotar la
demostracié d’una base geomeétrica que la faci vertadera. Arquimedes
promet afegir dos teoremes que enuncia al comengament i que sén
necessaris com a prova formal; perd només sha conservat parcialment
el segon, amb la qual cosa sha pogut comprovar que el metode era
basicament el métode d’exhaustié.

. La quadratura de la paribola. Es el primer tractat que Arquimedes
envia a Dositeu, ja que cita la mort de Cond, fet que permet datar-
lo posteriorment al 246 aC. En aquest text Arquimedes clama per
loriginalitat de la seva resolucié al problema de trobar la quadratura
del segment parabolic, la qual declara haver descobert mitjangant la
mecanica i haver-la confirmat després amb la geometria.

. Dels cossos flotants. Com ja sha comentat, la versié6 grega només ha
arribat a través del mateix palimpsest on es trobava el Mérode. També
sha conservat una versié en llati que Willem van Moerbeke, conegut
com Guillem de Moerbeke (c. 1215-1286), va fer a Viterbo el 1269.

. Stomachion. Com en els dos casos anteriors, només hi ha la versié
continguda al palimpsest, malgrat que n’hi ha una copia parcial en arab.
Es una obra en la qual es tracta una mena de trencaclosques semblant al
tangram. El joc consisteix en 14 peces que formen un quadratil’objectiu
final és trobar diferents formes animals, vegetals... Arquimedes es dedica
a demostrar quina és la fraccié de 'area total que mesura cada peca, aixi
com certs problemes de mesura d’angles i combinacions possibles per
saber de quantes maneres diferents es poden ajuntar peces per formar
linies rectes. En paraules d’Arquimedes:
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Com que 'anomenat Stomachion té una complexa teoria de la transposici6
de les figures de les quals es compon, vaig considerar necessari, en primer
lloc, establir en la meva investigacié de la magnitud de la figura completa
cadascuna de les formes en les quals esta dividida, perqué [el nombre] es
mesura. A més a més, quins sén els angles, considerats en combinacions
i sumats, [...] amb la finalitat de trobar si, de la combinacié de les figures
que van sorgint, els costats resultants estan en una linia o si no arriben a
estar-ho per poc, encara que no sigui perceptible per la vista. Aquest tipus
de consideracions sén intellectualment desafiants i, per si no estiguessin
en linia per poc perd sense que es noti a simple vista, les figures compostes
no haurien de ser ignorades per aquesta rad.

LStomachion ocupa les tltimes pagines del manuscrit (de la 172 a la
177) ila seva tltima part havia estat substituida per les ja citades pagines
del segle xv1. Aixi, doncs, no es conserva 'obra sencera, pero si un re-
sum del joc en arab del segle xv1r.

. De lesfera i el cilindre. Aquest tractat ja es troba citat a la dedicatoria de

Pobra De les linies espirals i, per tant, és anterior. Dels dos llibres d’aquesta
obra, els resultats més importants del primer els déna Arquimedes direc-
tament en el prefaci de la carta a Dositeu, on diu que sén nous i que és la
primera vegada que es publiquen. Els resultats sén, entre d’altres, que
la superficie de I'esfera és quatre vegades I'area del cercle maxim, que la
superficie de qualsevol segment d’una esfera és igual a I'area d’un cer-
cle el radi del qual és igual al segment tragat des del vertex del segment
fins a un punt de la circumferéncia de la base, que el volum del cilindre
circumscrit a I'esfera és 2 vegades el volum de I'esfera i que la superficie
del cilindre circumscrit a I'esfera juntament amb les seves bases és igual
a 2 vegades la superficie de I'esfera.

. Sobre conoides i esferoides, també citat al De les linies espirals. Aquesta obra

tracta diverses propietats sobre paraboloides i hiperboloides de revoluci6
i esferoides generats per la rotacié d’una ellipse al voltant d’un dels seus
eixos.

. La mesura del cercle. Aquest text consisteix en tres proposicions. La pri-

mera constata que 'area d’un cercle és igual a la d’un triangle rectangle
de base igual a la circumferéncia del cercle i d’altura igual al radi. La
segona certifica que la rad entre I'area del cercle i el quadrat del seu
diametre és igual a % Finalment, la tercera afirma que la ra6 entre la
circumferéncia d’un cercle i el seu dimetre és més gran que 339 i menor

que 3%.
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. De les linies espirals. En aquest escrit es defineix la teoria coneguda com

espiral d’Arquimedes i en demostra tota una serie de proposicions.

. UArenari. En aquesta obra Arquimedes demostra que el nombre de

grans de sorra que caben dins de 'univers és finit i es pot comptar. A
banda del sistema de numeracié ideat per expressar els grans nombres,
es recull un testimoni de l'existencia d’un sistema heliocentric ideat per
Aristarc de Samos (s. 111 aC).

De l'equilibri dels plans. En aquest tractat es desenvolupen els teoremes
geometrics fonamentals de la mecanica.

Problema dels bous. En aquesta obra Arquimedes planteja que el proble-
ma d’analisi indeterminat consisteix a trobar el nombre de bous i vaques
de quatre colors (és a dir, 8 quantitats) a partir d’unes condicions dona-

des.

Mitjancant versions arabs també es conserven les obres segiients:

12.
13.
14.

Llibre dels lemes
Sobre lheptagon inscrit en el cercle
Sobre els cercles tangents

Les versions arabs li atribueixen:

15.
16.
17.
18.
19.

Sobre les linies paralleles

Sobre els triangles

Sobre les propietats dels triangles rectangles
Sobre clepsidryes

Dadles

També hi ha referéncies a obres perdudes, entre d’altres:
p

20.
21.

22.

Pappos li atribueix un treball sobre els poliedres arquimedians.
De la denominacié dels nombres, dedicat a Zeuxip i citat per Arquimedes
al’Arenari. En aquesta obra sembla que s’hi explicaria el sistema numeric

105 .
089107 xifres a

que va usar per expressar els nombres de I'ordre de 1
I Arenari.
Una Catoptrica, en qué sexplica la variacié de la mida dels objectes

introduits dins de l'aigua.

23. Algunes obres mecaniques més: Sobre els centres de gravetat, Sobre els

equilibris, Mecanica, Sobre les balances i Sobre les palanques.
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Tal com s’ha explicat en 'epigraf anterior, en el Métode, Arquimedes revela
a Eratostenes el seu metode per calcular certes propietats, el qual es basa en
proposicions que es troben en altres obres seves. El primer gran resultat el
trobem en la proposicié 1 i consisteix en I'obtencié de I'area d’un segment
parabolic. Si es pren com a exemple el dibuix, sobserva un segment parabolic
ABC de diametre BD on la tangent CF esta a C. P seria un punt qualsevol del
segment i AKF i OPNM, segments parallels a BD. Es prolonga CBi KH = KC.

A la proposicié 4 de La quadratura de la parabola, Arquimedes comenta la
igualtat:

MO _ A cK_HK

OP A0 KN KN
Com que ABC és un segment parabolic, EB = BD i, per tant, MN = NO
i FK = KA. Si es considerés que HC fos el brag d’'una palanca, shi podria
penjar un segment 7G = PO, el punt mitja del qual coincidis amb A, i aquest

segment estaria en equilibri amb el segment MO penjat sobre el seu punt mitja
N, ja que es compleix la llei de la palanca (amb punt de suport a X):

MO HK

Y20 0. - ) — .

Op KN:> O-KN=HK-OP=HK-TG
De la mateixa manera, tots els segments respectius MO i PO del triangle CFA
i el segment CBA compliran la mateixa llei: ja que hi ha el mateix nombre
de segments de cada tipus, tot el segment parabolic penjat sobre H estara en
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equilibri amb el triangle CFA penjat en la seva posicié actual. Cal observar que
Arquimedes considera que el segment i el triangle estan formats per un munt
de segments parallels indefinidament propers els uns als altres.

Com que el centre de gravetat del triangle CFA es trobaa W, i CW = 2WK,

i s’ha de tenir present que tot el triangle esta penjat en aquest punt W, aleshores:

ABC WK 1 1 4
% = X = 3 = segment ABC = gtriangle CFA = gtriangle ABC

Per tant, mitjangant el seu Metode, Arquimedes va arribar a trobar «mecanica-
ment» aquesta rad de % que reafirma a La quadratura de la parabola i que com-
prova mitjancant el métode d'exhaustié. Aixi, doncs, atenent a la representacié
de sota, QPQ’ és el triangle inscrit a la parabola, on P és el punt de tangencia
amb CC’, la parallela a la base del segment QQ’. B és el punt mitja de QQ’ i
es tracen el segment BP i els segments parallels CQ i C'Q’ pels punts Qi Q’,
de manera que el segment parabolic queda inscrit al parallelogram QQ'C’C,
el qual esta dividit en dos parallelograms iguals pel segment BP.

c P C’

R’

Queda clar que, en aquestes condicions, el triangle QQ’P ocupa més de la
meitat de I'area del segment parabolic, ja que I'area d’aquest triangle és la meitat
de la del parallelogram i el segment queda situat entre ambdues figures. A
continuacid, Arquimedes troba A/ i M’, punts mitjans dels segments QBi BQ’,
respectivament, i aixeca les linies MR i M'R’ paralleles a BP, de manera que
n'obté dos nous triangles, QPR i Q'PR’, que també ocupen més de la meitat
de l'area de segment parabolic que queda per cobrir —ja que Yi ¥’ divideixen
en dos segments iguals a PQ i PQ’, respectivament. En aquesta situacid, és
evident que:

QB? = (2MB)* = 4MB? = 4RA>
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BP = 4AP, MR=3AP i MY =2AP=2YR
Per tant, es pot afirmar que el triangle PQB és el doble de PQAM; com que
MY = 2YR, el triangle PRQ és la meitat de PQAM i la quarta part de PQB. De

la mateixa manera, el triangle PQ'R’ és la quarta part de PBQ i, per tant, el
triangle PQQ’ és:

PQQ’ = 4(PRQ + PQ'R’)

Analogament, es demostra que la segiient addici6 de triangles inscrits sén la
quarta part de la suma de PRQ + PQ’R’ i aix{ successivament, amb la qual
cosa Arquimedes arriba a la conclusié que I'area del segment parabolic ha de

Ser:
11\ (1) .
[1+4+<4> +<4> +---]PQQ

A més a més, cada addicié és més gran que la meitat de 'area de segment que
queda després de treure-li els triangles anteriors, motiu pel qual els triangles
«exhaureixen» 'area buscada. Per tant, si se suma la serie geometrica resultant
per veure quin és el resultat que s’ha d’obtenir, es té:

Ay
3 3\4 "o 3

D’aquesta manera, sobserva que, si s'itera e, sobté que l'area del segment
parabolic és:

4
Segment PQQ’ = 3 triangle PQQ’

Arquimedes va extreure perfectament aquest resultat i el segiient pas en la
seva demostracié va ser provar la igualtat amb una doble reduccié a I'absurd,

considerant que A = triangle PQQ’.
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1. Siguin ¥ larea del segment parabolic, K = %A i la successié A, =
1 n
= (3)"4
Si se suposa que ¥ > 7K'ique € = ¥ — K, aleshores s’hi inscriu una

figura A com abans, de manera que ¥ — A < ¥ — K. Per tant, ¥ >
> A > K. Com que el procediment és el mateix, ha d’existir 4 tal que:

A=Ay + A +A+ -+ 4,

Fent les corresponents sumes de les séries, es comprova facilment que:
K=Ay+ A1+ A+ = Ay + A +A2+---+A,€+%Ak
Per tant:
K—A=K—(Ay+A +A+ -+ A4) = %Ak>0:>K>A

Aquest resultat és impossible ja que sha de suposar que A > K.

.. .. ., n

2. Sigui ara ¥ < K i sigui un altre cop la successié 4, = (£)"A4 de

triangles inscrits. En aquestes condicions, s'arribara a un terme 4 en el
qual A, < K— ¥ ies tornara a la mateixa situacié que abans:

1
K=dg+ it Mot = Aot i+ ottt oA

Per tant:

K— (A0+A1+A2+"'+Ak)=

1
:gAk<Ak<K_2:>E<A0+A1+A2+"'+Ak

Aquest resultat també és impossible ja que qualsevol suma finita de
triangles inscrits sempre esta dins del segment i, en conseqiiencia, és
menor que aquest.

Arquimedes pot concloure, aixi, que ¥ = Ki, per tant, queda calculada I'area
del segment parabolic.
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En les segiients proposicions, Arquimedes resol que el volum del cilindre
circumscrit a una esfera o a un esferoide de revolucié amb el diametre sobre 'eix
de revolucié és igual a % vegades el volum de I'esfera o de I'esteroide. També
expressa el volum d’un segment recte —format en tallar la figura per un pla
perpendicular a I'eix de rotacié— d’una esfera, un esferoide, un paraboloide o
un hiperboloide de revolucié en funcié del con que té la mateixa base que el
segment i la mateixa altura.
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Per exemple, si satén a la representacio, I'ellipse d’eixos AA" i BB’ és
la secci6 produida en tallar un esferoide d’eix AA’ per un pla. El segment
d’esferoide ADC i DC és el diametre de la seva base circular. Aleshores,
suneixen AB i AB' i es prolonguen aquestes rectes fins a obtenir els punts
K i K' com les respectives interseccions amb la tangent en A’, obtenint
indirectament els punts £ i F. Arquimedes construeix aleshores el cilindre al
voltant de I'eix AA" de base circular de diametre KK i els cons d’eix AG i bases
circulars de diametres respectius £F i DC. N és un punt qualsevol sobre AG
i MOPQNQ'P'O'M’ és la parallela a BB’ per N. Finalment, es traga H, de
manera que A = AA’. Ara bé:





