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Resum

En aquesta conferencia-lligd es vol fer pales el lloc important que la
probabilitat ocupa avui en la recerca matematica i en la interdiscipli-
nar, i invitar a reflexionar sobre els canvis que s’haurien de derivar
d’aquesta nova situacié. Per dur a terme aquests objectius utilit-
zem el classic recurs didactic de ’exemple. A través d’una versié
senzilla del problema de les grans desviacions, extraiem algunes ca-
racteristiques comunes a molts temes d’estudi de les probabilitats que,
segons ’opinié de la conferenciant, proporcionen raons importants per
al coneixement i domini d’aquesta materia.

1 Introduccio

No fa massa anys la probabilitat era considerada con una area més aviat
marginal de les matematiques i subsidiaria de l'estadistica. La vida rela-
tivament tan curta d’aquesta materia, en contrast amb d’altres amb una
tradicié molt més amplia, com per exemple l'aritmetica o la geometria,
pot proporcionar-nos una de les explicacions d’aquest fet. Si en seguim,
pero, I'evolucié recent, constatem un canvi forga radical. Avui, la probabi-
litat esta present en la modelitzacié i 'analisi de problemes en disciplines
cientifiques forga diferenciades i també forma part de la metodologia en
diferents arees de la propia matematica.
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Articles de discussié sobre el futur de les matematiques es fan ressé
del canvi en el paper que la probabilitat pot arribar a jugar. Un exemple
significatiu d’aquest estat d’opinié es troba en larticle [1] que acaba de la
manera segiient:

... I believe stochastic methods will transform pure and applied mat-
hematics in the beginning of the third millenium. Probability and
statistics will come to be viewed as the natural tools to use in ma-
thematical as well as scientific modeling. The intellectual world as a
whole will come to view logic as a beautiful elegant idealization but
to view statistics as the standard way in which we reason and think.

Una declaracié com aquesta no deixa indiferent ningti. Pronosticar la
rellevancia de la probabilitat i ’estadistica, tant en ’aspecte purament
cientific com en les estructures i mecanismes del raonament, és quelcom
que segurament, fins fa poc, potser ningi hagués gosat expressar.

L’autor de ’article no ha estat fins ara un professional de la probabilitat
o l'estadistica, pero recentment ha adoptat aquests metodes en la recerca.
De forma breu, assenyalem alguns aspectes de la biografia de ’autor. Da-
vid Mumford és un matematic britanic (Worth, Anglaterra, 1937) que, en
la seva tesi doctoral dirigida per Oscar Zariski (1961), va tractar temes de
geometria algebraica; ha desenvolupat la seva carrera academica a les uni-
versitats de Harvard i de Brown, on treballa actualment. Es un matematic
d’elit. Va ser guardonat amb una medalla Fields el 1974, i d’aleshores enga
ha estat distingit amb molts premis prestigiosos, el darrer, el Premi Wolf
2008, concedit per la Fundacié Wolf amb seu a Israel.

En resum, una persona amb molt pes en la nostra disciplina, les ma-
tematiques, pronostica una tendencia que representa un canvi bastant subs-
tancial en el repartiment tradicional de rols de les seves arees diverses. Crec
que el que expressa en David Mumford és avui una opinié compartida per
un nombre considerable de matematics. En els darrers 10 anys, per fixar un
periode orientatiu, hi ha hagut una veritable invasié de metodes probabi-
listes en totes les matematiques, com pot observar-se en el contingut de la
produccié cientifica, en els treballs publicats. I aquesta tendencia s’ha esce-
nificat en el que podriem anomenar “passarelles” de les matematiques, que
sén els grans congressos: Els International Congresses of Mathematicians
(ICM) i, en una escala més petita, els European Congresses of Mathematics
(ECM).

Una conseqiiencia logica d’aquesta dinamica en sén els reconeixements,
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els premis. A I'ICM 2006 es va atorgar per primera vegada una medalla
Fields a un probabilista, en Wendelin Werner. Dos dels altres guardonats,
Alexei Okounkov i Terence Tao, utilitzen metodes probabilistes en els seus
treballs. L’any 2007, el Premi Abel —el recentment creat “Premi Nobel”
de les matematiques, amb la primera edicié el 2003— va ser atorgat a un
probabilista, en Snirivasa R.S. Varadhan, nascut i graduat a l’fndia, el
qual ha desenvolupat tota la seva carrera academica al Courant Institute
of Mathematical Sciences de Nova York.

Aixi doncs, per que cal saber probabilitats? Potser perque estan de mo-
da? Intentaré donar algunes raons al final de la conferéencia. Sortiran com
a subproducte d'una llicé de matematiques gairebé tradicional, encara que
elemental i no del tot rigorosa, per tal de ser assequible a un public ampli,
que girara entorn d’una de les contribucions per les que en Varadhan va ser
guardonat amb el premi Abel 2007.

2 Una breu llicoé sobre “Grans Desviacions”

2.1 Descripci6 del problema

Hi ha dos resultats de la teoria de les probabilitats que un ampli nombre de
cientifics coneix o almenys n’ha sentit parlar. Poden ser interpretats com a
lleis de regularitat estadistica. Son la llei dels grans nombres i el teorema
del limit central (en les seves diferents versions).

La llei dels grans nombres ens permet d’assegurar un fet que pot sem-
blar evident i que podem contrastar experimentalment: Si llancem moltes
vegades una moneda que no estigui trucada, a la llarga, el nombre de cares i
de creus sera el mateix, és a dir, aproximadament arribarem a la proporcié
del 50 %, o a una probabilitat 1/2.

El teorema del limit central és també un resultat que podem intuir
experimentant amb dades. Per exemple, si considerem les notes de la se-
lectivitat i dibuixem un histograma de les freqiiencies d’estudiants que han
obtingut 0;0,1;0,2;...;5;5,1;...;9,9;10, veurem que el perfil del histo-
grama s’assembla a una campana de Gauss. Si agafem només una mostra
petita, 'aproximacié sera menys clara, si la mostra és gran, la discrepancia
sera menor. Les campanes no son identiques, el seu valor maxim pot va-
riar, poden ser més planes o punxegudes, perdo podem estandarditzar-les
mitjancant una transformacié aff i totes s’assemblaran a la corba que re-
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presenta graficament la funcié

Fz) = \/1277 exp (-f) . (2.1)

Abans d’enunciar i comentar aquests dos resultats introduim la notacié
necessaria. Per a {X,,,n > 1} denotem una successié de variables aleatories
i definim S, = > X;.

Llei dels grans nombres

Suposem que la successié { X,,,n > 1} esta formada per variables aleatories
independents, idénticament distribuides, amb moment de primer ordre finit.
Sim és el valor mig comi de les variables de la successio, es compleix
.S
lim —* =m, (2.2)

n—oo N

en el sentit de la convergéncia quasi segura.

Teorema del limit central

Sigui {X,,,n > 1} una successio de variables aleatories independents, idénticament
distribuides, amb variancia finita i diferent de zero. Aleshores, per a quals-
sevol nombres reals a, b tals que —oo < a < b < 400, es compleix

S, —nm 1 b 22
lim P <= <bhpy=— —— | d=x. 2.
g {os S o) = g [ () e e

Com hem indicat abans amb ’exemple del llancament de la moneda, la
llei dels grans nombres ens diu que .S, ~ nm, on amb el simbol ~ indiquem
una “quasi” igualtat, si n és prou gran. El teorema del limit central va més
lluny. Ens diu que |S,, — nm| ~ y/n, és a dir, déna una mesura de l’error
en 'aproximacié de S, per nm.

Aquests resultats donen molta informacid, pero no tota. Pot passar que
en llangar una moneda obtinguem 100 vegades seguides cara. Pot passar
—1 passal— que encertem la combinacié guanyadora de la 6/49. Pot passar
que S, es desvii de nm més de n (que és més gran que /n). Pero passa
poc. En la terminologia de les probabilitats parlem d’esdeveniments rars.
Des de la posicié d’'un matematic, la reaccié natural és: Bé, passa poc,
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pero com de poc?; posem-hi nombres, fem una estimacié. La teoria de les
grans desviacions proporciona els instruments per assignar probabilitats als
esdeveniments rars.

Una motivacio clara per a I’analisi d’aquest problema és fer estimacions
de riscs i posar preus a les seves cobertures. Suposem que es vol fixar la di-
mensioé d’un nou servei, per exemple el nombre de places que s’ofereixen en
I’AVE Barcelona-Madrid. Pot ser que, a certes hores, hi hagi habitualment
poca demanda. Coneixer amb precisié la probabilitat que la demanda su-
peri un cert nivell que es considera ’habitual, pot ser important per decidir
si es reforga el servei o es deixa en minims. Quant de probables sén deter-
minats pics? Val la pena una inversié extra per ampliar unes prestacions
que potser, en alguns casos, no seran utilitzades?

Questions d’aquest estil van estar a I'inici del desenvolupament de la
teoria per Harald Cramér. Actualment la metodologia de les grans desvia-
cions és utilitzada en camps diversos, com s’indica per exemple en [5]:

e En estadistica, per contrastar hipotesis i tenir una estimacié acurada
dels errors.

e En mecanica estadistica, per al calcul de probabilitats de configura-
cions singulars.

e En el tractament d’imatges.
e En la visié assistida per ordinador

e En el diseny VLSI (very large-scale integration) per a la producci6 de
microprocessadors.

e En la programacié no lineal.

e En la modelitzacié mitjancant models estocastics amb petites pertur-
bacions aleatories.

2.2 Un resultat de Cramér

Com hem dit abans, les primeres passes en la teoria de les grans desviacions
va ser fetes pel matematic suec Carl Harald Cramér (Stockholm 1893-1985).
Cramér va estudiar quimica i matematiques. Va comencar fent recerca en
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quimica i fins i tot hi va fer algunes aportacions. Pero, al final, va descartar
dedicar-se a aquesta disciplina i va fer una tesi en analisi sota la direcci
de Marcel Riesz. Després es va interessar en la teoria analitica de nom-
bres, perd també va abandonar aquesta area. Cramér és conegut com a
probabilista. L’aficié al tema li va venir marcada per la professié. A banda
d’exercir com a professor d’universitat, també treballava en una companyia
d’assegurances de vida sueca. Cramér va ser un dels grans protagonistes en
el desenvolupament de la teoria de la probabilitat, perd no va subestimar
la importancia de la utilitzacié del coneixement cientific en I'obtencié del
know-how practic.

Des del seu lloc de treball en una companyia d’assegurances, és natural
que s’interessés en el tema dels esdeveniments rars. El preu que fixa una
companyia per una polissa d’assegurances es basa en una estadistica d’ac-
cidents. Pero pot passar, de la mateixa manera que pot tocar la loteria,
que un any sigui especialment desastrds. S’ha de quantificar la probabilitat
que aixo passi i el resultat s’haura de tenir en compte per fixar el preu de
la polissa.

Considerem com abans una successié { X,,,n > 1} de variables aleatories
independents, idénticament distribuides, amb mitjana m. Ja hem vist que,
per a n prou gran, S, ~ nm. Sigui a > m i suposem que P(X > a) > 0
Quin és el valor aproximat de P(S,, > na)? Abans de donar una resposta
precisa a aquesta qiiestié cal introduir alguns conceptes.

Per a una variable aleatoria X, es defineix la funcid generatriu de mo-
ments com la transformada de Laplace de la llei de probabilitat de X, és a
dir,

M(t)=E(?), teR

La funcio generatriu de cumulants és el logaritme de la funcié generatriu
de moments:

A(t) = log M (t).

Finalment, es defineix la transformada de Fenchel-Legendre mitjangant
la igualtat

A (a) = ?ellg [at —A(t)], teR.

Clarament, A(0) = 0 i, si la derivada de M en t = 0 existeix, aleshores
A(0) = m.
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Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwarz es prova facilment que, si
M és derivable, la segona derivada A” existeix i és no negativa. Per tant,
A és una funcié convexa.

Aixi doncs, la transformada de Fenchel-Legendre mesura la discrepancia
maxima entre la funcié convexa A i la funcié lineal y = at.

Podem ara enunciar un resultat de grans desviacions.

Teorema 2.1. Sigui {X,,n > 1} una successié de variables aleatories
independents, idénticament distribuides, amb mitjana m. Suposem que la
funcié generatriu de moments és finita en un entorn de ¢t = 0. Fixem un
a > m tal que P(X > a) > 0. Aleshores

1. A*(a) >0,
2. limy o0 L log P(S, > na) = —A*(a).

Tenim, doncs, que Iesdeveniment rar {S,, > na}, per a n gran, té una
probabilitat de Pordre de e (@) i en augmentar n, aquesta probabilitat
decreix exponencialment.

Com es pot arribar a intuir un resultat que sembla tan complicat?
Intuir-ho no és gaire dificil. Provem d’utilitzar una idea similar a la de
la demostracié de la desigualtat de Txebishev.

Podem suposar que m = 0 i, com que en aquest cas a > 0, resulta que

A (a) = stl>118 lat — A()].

Perat>0ia>0,
otSn S etna]]{Sn>mz}'
Prenent esperances,
P (S, >na) <e ™ME (etS”)
= (et ()" = e—n(at—A(t))'
Per tant,
%log P(S, > na) < —[at — A()]

< — igg [at - A(t)] = —A%(a).
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Es a dir,
1
limsup — log P(S,, > na) < —A*(a).
n

n—oo

Ens faltaria, doncs, obtenir la desigualtat en sentit contrari i aquesta
és la part més dificil. Pero la validesa del resultat pot venir suggerida per
I’analisi del cas normal, com mostrem tot seguit.

La variable aleatoria %” té llei N(0, 1) i per tant

n [ _na?
P(S,, > na) = 1/2%/ e 2 dz.

Se’'n dedueix que

1 2
lim —log P(S, > na) = .

n—oo n 2

Calculem ara la transformada de Fenchel-Legendre d’una llei normal,
tot comengant per la transformada de Laplace, que és

X 1 22 2
M(t)=E(é ):/Reme2dx:e2.

t2

El valor maxim de la funcié ¢(t) = tz — %5 s’assoleix per a t = x i val
%. Per tant
2
a
A (a) = —.
=12

Per tant, el teorema de Cramér per a la llei normal s’obté d’un calcul
ben senzill.

2.3 Cap a una teoria de les grans desviacions

El teorema anterior déna un resultat de grans desviacions respecte de la
mitjana. Pero hom es pot plantejar problemes que conserven aquesta idea
de desviacié en termes i contextos molt més generals.

Per exemple, considerem un gas en un recinte i suposem que la dis-
tribucié de les seves molecules segueix una llei de probabilitat, deguda
a la dinamica determinada per diverses causes, entre elles els xocs d’unes
molecules amb les altres. Sén els models de la mecanica estadistica (Gibbs).
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D’acord amb la llei de probabilitat, podem determinar regions del recin-
te poc visitades pel gas. Pero, es pot tenir una estimacié precisa de la
probabilitat que es visitin tals regions a llarg termini?

Aquest és també un problema de les grans desviacions, pero s’ha de
plantejar en un context més general del que hem parlat abans. Voldriem
poder fer estimacions de quantitats com P{%” € A}. Enl’exemple d’abans,
A = (a,00). Isobretot voldriem passar de successions de variables aleatories
a families de variables aleatories indexades per a conjunts no necessariament
numerables, que s’anomenen processos estocastics.

El problema que hem estudiat a la seccié anterior es pot identificar con
una qiiestid relativa a la successi6 de lleis (o de funcions de distribucid) de
les variables aleatories de la successio (Sn—", n > 1). Concretament, 'estudi
asimptotic de 1 — F's, (a). En aquest exemple, les lleis sén probabilitats
sobre R. Podem situar-nos en un escenari més ampli, com el que descrivim
tot seguit.

Considerem una familia de probabilitats (P-,e > 0) en un espai metric,
separable i complet que denotem X. Sigui zg € X i dg,,1 la mesura de
Dirac en zg. Suposem que

il_ril) P, = 5{:50}7

en el sentit de la convergéencia feble de mesures. Més precisament, per a
tot conjunt A € B(X) tal que la seva frontera tingui mesura dy,,, igual a
0, es compleix

1, si xp € A,
P.(A) — 6 A) =
“A) = Oy (4) %,m 20 ¢ A.
De la definicié de convergencia feble de mesures (veieu per exemple [3])
se’'n dedueix

5@d@b§hm%ﬁﬂ@%§hm&mfuﬁ)SQ%KA)

e—0

Si A és un esdeveniment rar, volem precisar i ajustar aquestes desigual-
tats.

L’exemple tractat a la seccié anterior correspondria a fixar € = %, P la
llei de 2= i X =R.
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Definicié del principi de les grans desviacions

Per descriure les fites superiors i inferiors a les quals ens hem referit abans
necessitem el concepte de funcional d’accio. Per definicid, és una aplicacio

I:X —[0,40]
que compleix:
a) I és semicontinua inferiorment,

b) Per a tot a < 400, el conjunt de nivell {x : I(z) < a} és un compacte
de X.

Les families de probabilitats per a les quals es pot donar una descripcié
asimptotica dels esdeveniments rars son les que compleixen les condicions
explicitades en la propera definicié.

Definicié 2.1. La familia de probabilitats sobre X, {P.,e > 0}, satisfa
un principi de grans desviacions amb funcional d’accié I si es compleix la
propietat segiient, valida per a tot A € B(X):

— inf I(z) < liminf log P (4)
E—>

x€A
< limsupelog P.(A) < — inf I().
e—0 z€A
Clarament, si inf__; I(z) = inf,. 5 I(z) := I(A), la darrera condicié

esdevé
lir%elog P.(A) = —1I(A).
E—

En el marc més general d’aquesta seccié no hem mencionat cap concepte
que estengués la transformada de Fenchel-Legendre i, en canvi, ha aparegut
una altra nocid, la de funcional d’accié. De fet, ambdues nocions estan
relacionades de la manera segiient:

Sigui X un espai vectorial topologic de Hausdorff, localment convex i
denotem per X'* el seu dual topologic. Suposem que I és convexa. Aleshores

I(z) = sup (A 2) — AN,

amb A(X) = lim._gelog [ e2*P.(dx), (veieu [5]).
FEl segon membre de la igualtat anterior correspon a l’extensié de la

transformada de Fenchel-Legendre. Per tant, almenys en situacions regu-
lars, el funcional d’accié coincideix amb aquesta transformada.
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2.4 Un exemple: El moviment brownia

Ara, en comptes de considerar la successié de mitjanes aritmetiques de
variables aleatories independents i identicament distribuides, ens interessem
per un procés estocastic que denotem per a

B ={B,te[0,T]},
i que té les propietats segiients:

1. Les distribucions de qualsevol nombre finit de variables del procés,
By, ..., By, , és normal multidimensional.

2. Cada B; té mitjana zero.

3. Per a qualssevol 0 < s <t <T, E(B:Bs) = min(s, t).

Es conegut que les trajectories del moviment brownia sén continues (veieu
per exemple [16]). Per tant, el procés es pot veure globalment com una
variable aleatoria a valors en lespai C([0,77):

B:Q—C([0,T])
w — B(w) = (By(w),t € [0,T7).

Considerem ara el procés perturbat B, obtingut multiplicant totes les
trajectories per € > 0. FEn fer ¢ — 0, aquestes s’aproximen a la fun-
ci6 idénticament nulla. Les lleis respectives de (B.,e €]0,1]) formen una
familia de probabilitats (Pz,e €]0,1]) en X = C([0,T]) que convergeix cap
a una mesura de Dirac en la funcié zero.

Si (B87 e €0, 1]) compleix un principi de grans desviacions, hom pot es-
perar poder descriure asimptoticament probabilitats d’esdeveniments rars,
o de desviacions respecte a la trajectoria nulla.

El principi de les grans desviacions per al moviment brownia és un
resultat degut a Schilder ([17}) que enunciem tot seguit.

Teorema 2.2. El moviment brownia satisfa un principi de grans desviaci-
ons amb funcional d’accié

+00, if h¢ H
I(h) = q J3 lh(s)ds

L if heH
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on

H= {h [0,T] — R; h(t) = /Oth(s)ds,/OT \h(s)?ds < oo} .

En comparar el valor del funcional d’accié I d’aquest resultat amb la
transformada de Fenchel-Legendre per a successions normals s’observa una
gran analogia; el valor de I'argument d’aquesta x € R és substituit ara per
h € H, ila norma euclidiana per una norma d’espai de Hilbert.

Una petita indicacié del perque aixo és aixi pot extraure’s d’un resultat

d’It6 i Nisio que estableix que

o

B, = Z <]1[0,t] ) €n>L2 ([O,T}) In,

n=0
on la serie convergeix uniformement en [0,7], (e,,n > 0) és una base de
Lz([O,T]) i (gn,n > 0) és una successi6é de variables aleatories indepen-
dents i igualment distribuides N(0,1) (veieu [15]). Per tant, el moviment
brownia es pot considerar com una successié infinita de variables aleatories
independents i normals estandard.

2.5 Per saber-ne més

Fins aqui he fet un petit esbos de la teoria de les grans desviacions. Per
tenir-ne una idea molt més amplia, recomanem al lector els textos [2], [5],
[6], [14], [18] i [19]. Per coneixer les aportaciones de Varadhan sobre aquest
tema, remetem el lector als treballs [7], [8], [9], [10], [11], [12] i [13].

3 Conclusions

Aix0 és una mostra infinitesimal d’un tema de recerca extraordinariament
actiu amb aplicacions als camps que he esmentat anteriorment i encara a
d’altres, per exemple la teoria quantica de camps, la dinamica de poblaci-
ons, les finances o la gestié de transit.

En relacio al titol de la conferencia voldria destacar algunes de les seves
caracteristiques:

e El problema de les grans desviacions deriva de dos resultats crucials
en la teoria de les probabilitats: la llei dels grans nombres i el teorema
del limit central.
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e T¢é motivacions practiques importants.

e En l'analisi del problema es combinen tecniques d’altres camps de la
matematica: analisi convexa, topologia, analisi funcional. . .

e s til en lestudi de problemes de disciplines diverses.

Resumint, té motivacions tant teoriques i internes com externes i practiques;

té molts aspectes transversals i pluridisciplinars.

Aquestes caracteristiques no sén exclusives de les grans desviacions, les
comparteixen molts dels camps de recerca en probabilitats i segons la meva
opinié proporcionen unes quantes raons convincents per les quals cal saber
probabilitats.

En un to una mica agosarat diria que en un futur molt proper, un
matematic que no sapiga probabilitats sera com un cientific que no sapiga
angles. Resultara dificil participar activament en els avencos de la mate-
matica i entendre els grans corrents que la dirigeixen sense una base solida
en aquesta materia.
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